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Model d’examen de problemes

1. a) Siguin A, B, M matrius quadrades d’ordre n tals que AM = B. Si A i B so6n matrius triangulars
superiors i no nul-les, es pot assegurar que M és també triangular superior? Si no és aixi, quina condicié
hem d’incloure per garantir que M és triangular superior? Raoneu les respostes.

b) Una matriu quadrada M es diu idempotent quan M? = M. Si A i B sén matrius quadrades que
verifiquen A = AB i B = BA, proveu que A i B s6n idempotents.

0 2
AZ(l 3>
1 2

a) Demostrau que A és invertible i calculau la seva matriu inversa A1
b) Si M =1 — A, Calculau M?

¢) Determinau k de manera que es compleixi M? = kM

2. Donada la matriu

d) Calculau ’expressio de M™ |, per tot n € IN

3. Sigui a un nombre real, f, un endomorfisme f, : IR> — IR3 tal que f, esta definit per f,(1,0,0) = (a,1,3),
fa(0,1,0) = (1,3,10) i f,(0,0,1) = (—1,1,4)
a) Trobau els valors de a en qué Nuc f, # {0}.
b) Trobau una base de la I'm f, i del nucli per a cada un d’aquests valors.
¢) Trobau la matriu de f en la base (1,1,1),(0,1,2),(0,2,1) de IR3.

4. Una empresa farmacéutica multinacional subministra cada mes exactament 130000 vacunes entre els seus
filials de Paris, Roma i Londres, i com a maxim aquest mes ha de subministrar 90000 vacunes a Paris,
70000 vacunes a Roma i 80000 vacunes a Londres. Determinau el cost minim del transport, sabent que el

cost del transport per vacuna és de 1 u.m. a Paris, 2 u.m. a Roma i 5 u.m. a Londres, amb unes despeses
fixes mensuals de 1950000 u.m.

Cercau la soluci6 graficament i mitjancant el métode del simplex.
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Solucié al model anterior

Problema 1

(a) Si| A |# 0, la matriu A té inversa i tindriem:
M=A"'B

ara bé, com que la inversa d’una matriu triangular superior és triangular superior, i el producte de
dues matrius triangulars superiors és triangular superior, deduim que M és triangular superior (de
manera analoga es faria el mateix raonament en el cas en que les matrius fossin triangulars inferiors).
Per altra part, el determinant d’una matriu triangular (superior o inferior) és el producte dels elements
de la diagonal principal, aleshores si tots els elements de la diagonal principal sén diferents de zero la
matriu A tindra inversa i, per tant, M sera triangular. Pero, si hi ha qualque element de la diagonal
principal diferent de zero, M no té per qué ser triangular. Per exemple:

1 1 1 1 2 2
(0 o)'(l 1)‘(0 0)
(b) A2=(A-B)>=A-B-A-B. Perd com que B = B- A, tenim que A2 = A-B-B,icom que A= A-B,

substituint tenim A% = A- B = A.
De manera totalment andloga veuriem que B és idempotent.

Problema 2

(a) Es invertible ja que | A |= % # 0. Per calcular la inversa farem:

0 2 0 *i
<_1 3) — (Transposada) 3 | — (Adjunta)
4 2 2 9

NN N[N

per tant, la matriu inversa és
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1 0 0 2 1 -2
R RCEINIE)
01 4 2 4 72
i, per tant,
L
1 -2 1 -2 5
M2<]— _]-)(]- _1> 1 1
4 2 4 2 3 1
(c) Es immediat veure que k = %

(d) Tenim que M? = %M multiplicant els dos membres per M tenim

2

1 11 1
3_ta2_ . tar—
M_ZM_Q 2M—()M

i si repetim aquest procés tindrem:

en definitiva
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Problema 3

(a) Cercarem primer la matriu associada a f, respecte a la base canonica i que és:

a 1 -1
A=|1 3 1
3 10 4

a 1 -1 T 0
1 3 1 y 0
3 10 4 z 0

i aquesta equacio tindra soluci6 unica si i només si el rang de la matriu és 3. Per tant, Nuc f, # {0}
quan rangA < 3, i aix0d es compleix quan

a 1 -1
1 3 1 [=2a—2=0
3 10 4

és a dir, quan a = 1.

(b) Cerquem primer una base de Nuc fi per aixd resoldrem per Gauss I'equacié matricial anterior per

a=1:
1 1 -1 11 -1 11 -1
1 3 1 |~10 2 2 |~[0 2 2
3 10 4 o 7 7 0 0 O
i ens queden les equacions x +y — z = 0, 2y + 2z = 0 que té per solucions x = 2z i y = —z. Per tant,

un element de Nuc f; tindra la forma
(2z,—2z,2) = 2(2,-1,1)

i Nuc fr =< (2,—-1,1) >.
Un sistema generador de Im f; estard format per les imatges dels elements de la base canonica:

Im f1 =< (1,1,3),(1,3,10),(—1,1,4) >. Per cercar els vectors linealment independents triangular-
itzarem la matriu formada per aquest vectors

1 1 3 1 1 3 1 1 3
1 3 10)~(0 2 7)~10 2 7
-1 1 4 0 2 7 0 0 0

que ens déna per resultat que Im f; =< (1,1,3),(0,2,7) > essent {(1,1,3),(0,2,7)} una base de
Im f]_.

(c) La matriu de f; respecte a la nova base sera:
Al=p7t.A.P

on P és la matriu de canvi de base de les antigues (base canonica) a les noves.

1 0 0 1 -3 0 0

P=[11 2 ip—lz—g 1 1 =2

1 2 1 1 -2 1

Aleshores

1 -3 0 0 1 1 -1 1 0 O 1 -1 1
A =—= 1 1 =2 1 3 1 1 1 2= 238 % %
3 8 7 11
1 -2 1 3 10 4 1 21 -5 —% -3
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Problema 4

Plantegem el problema. Per aixo diguem z al nombre de vacunes subministrades a la sucursal de Paris, y
a Roma i z a Londres. Les restriccions sé6n

£ 4y +z = 130000
x < 90000
y < 70000

z < 80000

amb totes les variables no negatives. La funcié a optimitzar(minimitzar) és

Cost = x + 2y + 5z + 1950000

Una de les restriccions és una igualtat. Per tant, podem posar una de les variables, z per exemple, en
funcié de les altres dues. Aixi aconseguirem un problema de programacié lineal amb dues variables que
podem resoldre graficament. Vegem com queda el problema:
Minimitzar

Cost = x + 2y + 5(130000 — z — y) + 1950000 = —4x — 3y + 1300000

amb les restriccions

x < 90000
y < 70000
2 < 80000 <= 130000 —x —y < 80000 <= z +y > 50000
> 0 == 130000 — 2 —y > 0 = x4y < 130000

amb totes les variables no negatives.

Per resoldre’l, representem-ho graficament

z = 90000
Q U y = 70000
% !
p T
N
R g ¢
“x + y =I50000 z + y = 130000

La zona factible de solucions és la zona ratllada. Sabem que la solucié es troba en un dels vértexs
P(0,50000), Q(0,70000), R(50000,0), S(90000,0), T(90000,40000) o U(60000,70000). Com que es tracta
d’un minim amb valors positius, calculem on es troba aquest minim

Cp 4-0—3-50000 4+ 1300000 = 1150000
Co = 4-0-3-70000+ 1300000 = 1090000
Cr = 4-50000— 3 -0+ 1300000 = 1100000

Cs = 4-90000— 30+ 1300000 = 940000

Cr = 4-90000 — 3 -40000 + 1300000 = 820000
Cy = 4-60000— 3 -70000+ 1300000 = 850000

El minim es troba, doncs, en el punt U, amb valor 850000. Llavors, caldria subministrar 90000 vacunes a
Paris, 40000 a Roma i z = 130000 — 90000 — 40000 = 0 vacunes a Londres perqué tingui el minim cost,
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que és de 820000 u.m. en el problema equivalent. En el problema original el minim s’agafa en els mateixos
valors perd amb valor

z =90000 + 2 - 40000 + 5 - 0 + 1950000 = 2120000 u.m.

Facem ara el problema mitjancant el métode del simplex. Podem usar el planteig del problema amb
tres variables. En primer lloc transformem el problema en un problema de programacié lineal en forma
estandard. Per aixo diguem z; a x, z2 a y i 3 a 2. La funci6 a optimitzar és trobar el minim de
z = x1 + 2x9 + dxz + 1950000, que, a I'efecte d’aplicacié del métode del simplex, ens és suficient usar
z =x1 + 229 + dx3.

Vegem les restriccions. La primera restriccié és una igualtat; per tant, no cal afegir, de moment, cap
variable nova. Afegim-hi les variables compensatories a la resta de restriccions. A la segona, tercera i
quarta inequacié hem d’afegir una variable x4, x5 i z¢ sumant, perqué tenim un “menor o igual“ a totes
elles. Ens queda:

Minimitzar: z = x1 + 2x9 + 5x3

amb restriccions: x1+ xo +x3 = 130000
T+ +x4 = 90000

To +x5 = 70000

I3 +rg = 80000

Després, hem d’afegir una variable artificial, x7, a la primera equacié per tenir una solucié basica factible.
Per tant, el problema en forma estandard, reordenant les equacions, sera

Minimitzar: z=x1+ 2x2 + dxs + Mz,
amb restriccions: x1+ +x4 = 90000
o +xs5 = 70000
T3 +x6 = 80000
1+ X2 a3 7 = 130000
Ara ja estem en disposicio de fer la primera taula del simplex. Aquesta és
c1 c2 c3 Cq Cs Cé C7
cF ] 2P (x10%) Y1 Y2 s Yo ys Yo yr | Qe.(x10%(
0| 2a=09 0 0 1 0 0 0] 2=9 — a4 |
0 5 =17 0 1 0 0 1 0 0 % =
0 Te =8 0 0 1 0 0 1 0 % =00
M| z7=13 1 1 1 0 0 0 1| ¥=13
z=13M | M—-1 | M-2 M-3 0 0 0 0
(3!

on
c1=1 =2 ¢c3=5 ¢c¢4=0 ¢5=0 ¢=0 cv=M

Primer ens hem d’assegurar que aquesta soluci6 és millorable, ja que si no és aixi ja hem acabat el
problema. Veiem que els elements de I'altima fila positius no tenen la resta de la columna negativa o zero;
per tant, es pot millorar la soluci6.

El valor major de I'altima fila és M — 1. Llavors entra la variable x;. El valor menor dels quocients de
I’altima columna correspon a m Per tant, surt z4. Pivotarem, doncs, sobre I’element ay; = 1, que és

I’element requadrat.

La primera passa per obtenir la segiient taula del simplex és dividir tota la fila de I'element que surt per
Pelement pivot per obtenir un 1. Com que ja ho és, ho deixem aixi. Després aconseguirem zeros (usant les
operacions de Gauss, per exemple) a tota la columna de I’element que entra. Per aixd farem les operacions
segiients: 4a fila - 1a fila i 5a fila-1a fila-(M — 1). La taula queda:
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P 2" (x10°( [ ;e Y2 Y3 Y4 ys Y yr | Qe.(x10%(
1 21 =9 1 0 0 1 0 0 0| Z=o
0 x5 =17 0 1 0 0 1 0 o0 1=7
0 z6 =8 0 0 1 0 0 1 0| ¥=c
M| ar=4 0 1 -1 0 0 1] =4 > 27|
z=4M+9 | 0 | M—2 | M—-3 -M+1 0 0 0
T

Veiem que zo —co > 01 z3—c3 > 0 amb les components de la resta de la columna no negatives, la qual cosa
significa que la solucié obtinguda és millorable. Llavors procedirem a obtenir la segiient taula del simplex.
La major d’aquestes diferéncies és zo — co, per tant entra xo. Vegem que surt x7; perqué és la variable
que té quocient minim. Aix0 significa que pivotem sobre I’element requadrat. Per obtenir la tercera taula

només farem 2a fila - 4a fila i 5a fila - 4a fila-(M — 2), perqué ja tenim un 1 a Pelement pivot. La taula
queda

P zP yi Y2 Ys Y4 Ys Yo yr
1 x1 = 90000 1 0 0 1 0 0 0
0 x5 = 30000 0 0 -1 1 1 0 —1
0 e = 80000 0 0 1 0 0 1 0
2 z2 = 40000 0 1 1 —1 0 0 1
z = 170000 0 0 -1 -1 0 0 —M +2

que, pel teorema de la solucié optima del métode del simplex, ja ens déna la solucié del problema.
Aixi, agafant les variables reals del problema, la solucié és x; = 90000 vacunes subministrades a Paris,
9 = 40000 vacunes subministrades a Roma i cap a Londres. El cost minim sera de 170000 + 1950000 =
2120000 w.m.



