Problemes proposats
1. Demostreu les segiients propietats:
(a) 1+4+3+5+...+(2n—1)=n? peratotnc IN.

(b) 124224324 4p2="ntDCr+])

, per a tot n € IN.
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2. Considerem les successions a,, = % ib, = %”1, amb primers

termes ag, by, 0 < ag < bg. Calculeu el limit de la successio

(\/@* \/E)an

Cp —
an_bn
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3. Proveu que z° — xsinx = cosx té exactament dues arrels.

Solucions als problemes proposats

Problema 1

Els dos apartats d’aquest problema es poden fer aplicant el principi d’inducci6é. De
fet, aquesta és la intenci6 dels enunciats d’aquest problema.

(a) Hem de veure que 1 +3+5+ ...+ (2n — 1) = n?. Llavors, el nostre conjunt A
sera
A={neIN/14+3+5+...+(2n—1)=n’}

i la nostra propietat p(n) és p(n) : 1+3+5+ ...+ (2n — 1) = n%. Si volem
aplicar el principi d’induccid, hem de veure,

i. El namero 1 compleix la propietat p(n), és a dir, que p(1) és certa. Efectiva-
ment
p(l): 1=12=1

ii. Si suposem que p(k) és certa, aleshores hem de demostrar que p(k + 1) és
també certa, per a tot k > 1. Vegem: suposem certa p(k), és a dir

14+3+4... 4+ (2k—1) = k?

Vegem ara que p(k+1): 1+3+5+...+ 2k—1)+ 2k +1) = (k + 1)
també és certa a partir de la suposicié anterior. Per aixo fem

Induccié

143+ +@k—1)+2k+1)=(1+34...+(2k—1))+ 2k +1) "

=k +2k+1) =k +2k+1=(k+1)?

com voliem veure.



Per

tant, hem demostrat que tot ntimero n compleix la propietat p(n). Llavors

la propietat és certa per a tot n € IN.

(b) Com abans, hem de veure que 12 +22+32+...+n? = n(

i.

ii.

n+1)(2n+1)
6

n(n+1)2n+1) }

, llavors

Az{ne]N/p(n): 124+22 432+, . +n?=

El ntimero 1 compleix la propietat p(n), és a dir, que p(1) és certa. Efectiva-

ment
_1~2-3

6
Si suposem que p(k) és certa, aleshores hem de demostrar que p(k + 1) és
també certa, per a tot k > 1. Vegem: suposem certa p(k), és a dir
E(k+1)(2k+1)

6

p(1): 12=1

12422432+, +k2=

k+1)(k +2)(2k + 3

Vegem ara que p(k+1): 124224+ . +k%+(k+1)% = ( G

també és certa a partir de la suposicié anterior. Per aixo fem
P22 B2+ (k1) = (124224 k) + (k1) e

k(k+1)(2k+1) k(k+1)(2k+1) N 6(k +1)? _

:fﬂkﬂ)?: : s
(kD) (B2k+1)+6(k+1)  (k+1)(2k*+Tk+6)
— ; — ; —
(k+1)(k +2)(2k + 3)

6

com voliem veure.

Problema 2

La successio ¢, es pot escriure aixi:

(\/ain - \/E)an o (\/ain - \/E)(\/ain“_ \/E)an _ (an — by)an

n

Gp — bn Gp — bn)(\/@ + \/E) B (an - bn)(\/CTn+ \/E)

NGRS

Aleshores, si a, i b, son successions convergents, ¢, també ho sera, sempre que el
denominador no s’anul-li. Vegem qui pot ser el limit de ¢,,. Suposem que les successions
an 1 by, son convergents, amb limits a i b respectivament. Aleshores

anfl"'bnfl :>a:a+b§ 3a:b
2

2
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lim b,, = lim % — p= /% — 2= g2

lima, = lim



Aleshores, a = b, i, llavors

lime, = lim

an B a _a v
Van + b, Vat+va  2/a 2
Llavors hem de demostrar que a,, i b, sén convergents. Per aixo usarem

° n = Gp—1 ;’bn—l .

2 2
ar_4+b_
° b%:n12n1-

o 2xy < x? + 42, per a qualssevol z,y € IR.
Aleshores

(a) Vegem que, per a cada n, a, < b,. Efectivament,

02 = (G-t bn_1 ? Cah  + b+ 20 1bpy
2 2 2 2 2 2
_ lanfl + bnfl l2an71bn71 lanfl + bnfl la‘nfl + bnfl _
=3 2 T9T 9 <9 2 T3 2 =
_ p g+ by — 2
2 n

d’on tenim
2 _ 32
a, <b, = a, <b,, peratotn
(b) @y, és creixent i fitada superiorment.

Creixent. Vegem que a,, > a,_1, per a tot n.

ap—1+ bn—l () Ap—1+ Qnp—1
Up = = Qn-1

2 2

(*) apliquem I'apartat (a).
Fitada. Vegem que, per a tot n, a, < bg. Ho farem per induccio6.

— Peran=1: q; = —5 bo _ by —5 bo _ by. Llavors, compleix.

— Suposem cert per a n, és a dir, suposem que a,, < by. Vegem que també
es verifica a,4+1 < bo.

n— bn— Induccié b, bn— (*) b b
an—1 + 1 Indus o + L 0 + 0o

Int1 = 2 2 5~ b

(*) Aqui usem el fet que b, és decreixent, cosa que demostrarem més
avall, i, per tant, b, < by per a tot n.
Llavors, la successi6 esta fitada superiorment per bg.

Aixd demostra que la successio a,, és convergent. El seu limit li direm a.

(¢) by, és decreixent i fitada inferiorment.



Decreixent. Vegem que b, < a,,_1, per a tot n.

b2 — an_y +bn_y () bh A+ b, — 2

- 5 5 1 = by <bn_1

(*) apliquem I'apartat (a).
Fitada. Vegem que, per a tot n, b, > ag.

2 2 2 2
b2 _ an—l + bn—l (*) a’n—l + an—l 2
n 9 9 =a,_1 > Qo

(*) apliquem lapartat (a).
L’ altima desigualtat s’obté del fet que a, és creixent, cosa que ja hem de-
mostrat.

Aix0 demostra que la successio b, és convergent. Al seu limit li direm b(= a com
hem vist anteriorment).

Va

Llavors, ¢, també és convergent i el seu limit és 5

Problema 3

2

Considerem la funcié f(z) = z® — xsinx — cosz, que és continua i
derivable en tot IR, perqué és suma de funcions continues i derivables. Vegem que
té, com a minim, dos zeros. Per aixo apliquem el teorema de Bolzano en els segiients

intervals
2 2
T T _m\_rm—2x o m) w2 —2V2r —8V2
{2’ 4} = 2)‘ Vi) = 16 <0
T T s _ 2 —2Vor —8V2 : )\ _ mt—2x;
{4’2] :’f4>_ 16 <0if{g)="g >0

amb la qual cosa, pel teorema de Bolzano, hi ha una arrel dins cada interval. Diguem-
los a; i ag. Vegem que no n’hi ha més.

Suposem que hi hagi una tercera arrel, b. Suposem que b > as. Aleshores, pel teorema
de Rolle, hi ha un punt, ¢, entre ay i as de manera que f’(c¢;) = 0; i també hi ha un
punt, co, entre ag i b de manera que f'(c3) = 0. Perd, la derivada de f és

f(x) =2z —sinz — zcosx +sinz = x(2 — cos x)
que s’anul-la només en el punt x = 0. Aixo contradiu el fet que la primera derivada
hauria de tenir dues arrels ¢q i ¢s.

Per tant, no pot ser que hi hagi tres o més arrels de la funcio f(x).

NOTA: Si a; < b < ag es fa el mateix raonament agafant els intervals [a1,b] 1 [b, ag]. I
el mateix passa si b < a1 < ag, agafariem els intervals [b, aq] i [ay, as].



